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1. Bevezetés

A szamitogépek fejlédésével, teljesitményeik novekedésével lehetdséglink van a
digitalizalt jelek, statisztikai folyamatok hatékony és gyors elemzésére. A digitalizalt
vilag rendkivili mértékben megkdnnyiti a mindennapjainkat, mely allitas
bizonyitasara egy tucatnyi el6nyt felsorakoztathatnank.

A megtervezett akusztikai méréprogram-modul alkalmas lehet az akusztikai
méréstechnikaban és elemzésben hasznalatos fliggvények megjelenitésére és azok
elemzését kdvet6en szamos hasznos informdacio kinyerésére. Példaul az atviteli
fluggvény segitségével jellemezhetiink egy rendszer (pl.: sz(ir6) atviteli jellemzdit, ha
ismerjik a diszkrét bemend-, és a hozza tartozé kimeneti jelsorozatot.

A program két részre oszthatd, melyek az egyjeles és kétjeles vizsgalatot teszik
lehetévé. Ennek helyes alkalmazasahoz ismerniink kell az analég jelek feldolgozasara
és analizisére hasznalt mddszereket, tovabba az egyes jelek sajatossagait. A
méréprogram-modul bemutatasat megel6z6en a sziikséges elméleti hatteret

igyekszem majd rendszerbe foglalni, segitve ezzel a mérési eredmények konnyebb
megértését.



2. A jel fogalma

A jelekkel foglalkozé tudomany meghatdrozasa szerint a jel a valésag egy olyan,
érzékszerveinkkel felfoghato (lathatd, tapinthato, hallhatd) darabja, jelensége, amely
az emberi elme vagy értelem szamara egy masik valésdgdarabra, jelenségre utal
(George Klauss megdllapitasa).

A hiradastechnikdban a jel nem mas, mint a hir elektromos megfelel6je. Az
elektromos jelet altaldban az id6 vagy a frekvencia fliggvényében szokas értelmezni.

A jelfolyamatot leiré fliggvényeket id6fliggvényeknek szokds nevezni, és jeldlésiikre

olyan fliggvényjelet alkalmaznak, amelynek argumentuma fliggetlen valtozéként az
id6t is tartalmazza (pl.: f(t)).

2.1. Az analdg jelek digitalis atalakitasa

A jelfeldolgozas alapvetd |ényege az analdg jel konzervalasa annak érdekében, hogy
kés6bb tetsz6leges célra felhasznalhassuk azt.

Ahhoz, hogy tarolni tudjuk az analdg jelek altal hordozott informaciét, hogy kés6bb
analizdlhassuk vagy reprodukaljuk, id6ben mintavételezni és kvantdlni kell. A
mintavétel soran az analdg jelbSl mintat vesziink adott id6kézonként, igy idében
diszkrét mintasorozatot kapunk, amely szamsorozat végtelen sok tizedesbdl all. A
kvantalds sordn ezen szdamsorozatokat diszkrétizaljuk, és hozzdrendeliink
mindegyikhez pl. egy 8 bites bindris kddszét. Ezutan mar amplituddban is diszkrétté
valnak a mintak.

A legfontosabb betartandd szabdly a mintavételezési folyamatban a Shannon-tétel,
amley kimondja, hogy az F,,,, mintavételi frekvencia legalabb kétszerese kell, hogy
legyen a vizsgalt jel sdvszélességének.
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2.2. Az analdg és digitalis jelek kapcsolata az id6tartomanyban

A mind az amplituddjuk, mind az id6 fliggvényében folytonosan valtozé jeleket analég
jeleknek vagy folytonos érték( és folytonos idejd jeleknek nevezziik.

AA 1. dbra: Folytonos értéktartomanyu és

/ idében folytonos jel

Ha analdg jelet amplitudo szerint kvantalunk, akkor az amplitudé értékek
ugrasszer(ien valtoznak, s igy diszkrét értékd, id6ben folytonos jelet kapunk.

2. dbra: Diszkrét értékd, id6ben folytonos jel

Ha az id6ben folytonosan valtozé jelfliggvénybdl diszkrét id6pontokban mintat
veszlnk, akkor id6ben szakaszos jelhez jutunk.
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3. dbra: Folytonos értékd, diszkrét idejd jel
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Ha analdg jelbdl id6kozonként mintat vesznek, és a jel amplitudoéjat is kvantaljak,

akkor diszkrét értékd és diszkrét idejl jelrél van szé. llyen jelek az analdg-digitalis



atalakitd kimenetén észlelhet6k, amely az analég jeleket diszkrét adatok sorava
alakitja at. Az atalakitas utdn a jelsorozatot digitdlis szamitégép dolgozhatja fel. A
diszkrét érték( és diszkrét idejd jeleket digitalis jeleknek nevezziik.

$A "™ 4. Gbra: Diszkrét értékd és idében diszkrét

jel

2.3 Analodg jelek osztalyozasa és leirasa

Analdg jelek

SN

Determinisztikus Nemdeterminisztikus

/ jelek \ jelek (szochasztikus)

Periodikus jelek Nemperiodikus Staciondrius  Nemstacionarius
jelek jelek jelek
Harmonikus Altalanos Kvaziperiodokus Atmeneti
rezgések periodikus jelek jelek folyamatok

5.abra: Az analdg jelek osztalyozdsa

Az 5. dbran az analdg jelek kilonb6z6 osztalyokba valé lehetséges besorolasanak
vazlatat latjuk.



Determinisztikusnak neveziink egy folyamatot akkor, ha értékeinek valtozdasa
minden tetsz6leges id6pontra el6zetesen megadhatg, ill. kiszamithatd, tehat ennek
megfelel8en zart matematikai 6sszefliggéssel leirhato.

Ellenkezd esetben, ha ez a feltétel nem teljeslil, a nemdeterminisztikus jelek
csoportjardl beszéliink (hiradastechnikai szempontbdl ez az érdekesebb csoport).
Ezen jelek értékeinek valtozasat féleg a statisztikai tulajdonsagok hatarozzak meg, ez
azonban nem jelenti azt, hogy mindig teljesen szabalytalanul valtoznak.

A determinisztikus jelek kitlintetett osztalyat alkotjak a periodikus jelek, amelyek
harmonikus rezgésekre (egyfrekvencias jelek), valamint dl/taldnos periodikus jelekre
oszthatok fel. Ezzel ellentétben Iéteznek még a nemperiodikus jelek, amelyekhez a
kvdziperiodikus és a tranziens (dtmeneti) jelek tartoznak.

Hirkozlési szempontbdl a legérdekesebb csoportot a nemdeterminisztikus jelek

alkotjak, amelyeket — értékvaltozdsuk véletlen jellege miatt — sztochasztikus jeleknek
is neveznek.

2.3.1 Harmonikus rezgések:

Egyetlen szinuszos jel:
A(t) = Ay sin(ant + @) T
oy =27 1T, = 2f, e
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12. ébra:

Determinisztikus jelek csoportjdba tartozé harmonikus rezgés id6-, és
frekvenciatartomdnybeli jellemzése




Jellemzés id6tartomanyban:

A legelterjedtebb mddszer a sikvektorok leirasara a komplex leirasi mod.
Komplex sikon a jel-id6fliggvényt (komplex id6fliggvényt) forgd vektorral irjuk le.

Komplex idéfiliggvény:

f(t) = Ael(@ot+®o)

alm Jelblések:
— ] A a jel amplitudoja,
/ \'\mm w, a jel frekvenciaja (mas elnevezéssel
A T\ korfrekvencia),
[ Po ¥ I'I » Re wo =27f, = 277ra'1llandc'), ahol T a periédus
I"x .-"I id6, @, pedig a jel fazis helyzeteat =0
\ / idépillanatban.
— | Az m vektor w, allando sebességgel

forog az dramutatd jardsaval ellentétesen.

(&) = Asin (wot + @o)

Jellemzés frekvencia tartomanyban:

A két id6fliggvény értelmezés szerint két frekvencia tartomdnybeli dbrazolasra van
lehet6ség.

a.) Egyoldalas amplitudd strlség (spektrum)- és fazis-karakterisztika

Amplitado
. A(w)
A
frekvencia
oty ( vagy f)
Fazis
@0 : frekvencia
(@ vagy f)
w
- 9(©)




Ez az dbrdzolas a csak pozitiv frekvencidkat tartalmazé komplex idéfliggvény
értelmezésen alapul. A jelben egy frekvencia (w ) fordul el§ A amplitidéval és ¢,
kezdeti fazishelyzettel. A frekvencia tartomdanyban kilon abrazoljuk az amplitudét
(vagy a jel effektiv értékét) illetve a fazist a frekvencia fliggvényében. Gyakran a
frekvenciat logaritmikus Iéptékben dbrazoljuk (nem tesziink kiilonbséget w és f
kozott, de a 2m eltérést mindig figyelembe kell venni) egyrészt azért, hogy a grafikon
nagyobb frekvencia tartomdnyt tudjon atfogni.

b) Kétoldalas amplitudé- és faziskarakterisztika

A negativ frekvenciakat is tartalmazé komplex id6fliggvény értelmezés alapjan
olyan frekvencia-spektrumot kapunk, amely szimmetrikus a nulla tengelyre.
A jelben két frekvencia (+wo és -wo) fordul el A/2 amplituddval és +c|)o, -<|)0 kezdeti
fazishelyzettel. A frekvencia tartomanyban kiilon abrazoljuk az amplitudét (vagy a jel
effektiv értékét) illetve a fazist a frekvencia fliggvényében. A frekvenciat csak linedris
|éptékben abrazoljuk.

? Amphitado

A2 A(w)
! " trekvencia
| _ 2
-2y @y (o vagy 1}
o0 Fazis
l - N ﬁ‘el{vmm:fa
-9 r (@ vagy 1)
0 (@)

A két modszer egymassal ekvivalens, a logaritmus skala miatt a tovabbiakban az
egyoldalas frekvencia karakterisztikakat fogjuk hasznalni.
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2.3.2. Altaldnosan periodikus jelek:

Tobb szinuszos jel 655zege:

A= 08sint ) +03sin2aed +1. 18 +0.23in3a,! + 232

|A
. amplitddo

13. dbra: Altaldnosan periodikus jel idé-, és frekvenciatartomanybeli jellemzése

Jellemzés frekvencia tartomanyban:

Amennyiben az altaldnosan periodikus jel véges energidju (meghatarozhato az
effektivértéke), akkor a jel Fourier-sorba fejthet6, azaz szinuszos és koszinuszos tagok
O0sszegeként elGallithata.

2.3.3. Kvazi-periodikus jelek:

Egy altalanos nem periodikus jelflggvény spekiruma folytonosl

.Iﬁi“
" Alt) = & sinfay ) exp(- &)

A
}\ Il! f A " f

=
— ¥
\\-"-\.
e

14. dbra: Kvazi-periodikus jel id6-, és frekvenciatartomanybeli jellemzése
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Jellemzés frekvencia tartomanyban:

Amennyiben a jel véges energiaju, akkor képezhet§ a folytonos Fourier-transzformalt
és kvazi-periodikus jel felirhaté az alabbi 6sszefliggéssel:

ft) =4, + Z(Ancoswnt + B,sinw,t)

n=1

2.3.4. Tranziens jelek (3tmeneti folyamat):

Jellemzés id6tartomanyban:

-~ Jel
a x%
100% f|\ Wi
90% T |
10% |~ >t
ﬂ,_td _;‘{- ...... I:f e Txu . >

14. dbra: Tranziens jel id6fiiggvénye.

Jellemz6 paraméterek:
t, (0-10% jelfelfutas kozott eltelt id6) késleltetési id6

t felfutasi id6 (10-90% jelfelfutas kozott eltelt id6)

Tx% beallasi id6 (az az id6 ami a kezdettdl eltelt addig amig a csillapodé jel
elészor ugy lép be a megadott x szélességl savba, hogy tobbet nem Iép
ki onnan)

6 (a legnagyobb jel értéke a 100 %-os jelhez viszonyitva) tallovés

A felfutasi id6hoz hasonldéan definidlhatjuk a lefutasi idét (7). az az id6, ami ahhoz
szlikséges, hogy a jel a 90% értékrél a 10%-ra csokkenjen.)
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2.3.5 Stacionarius, véletlenszerii jelek

A nemdeterminisztikus jelek a hirkozlés és a méréstechnika szdmadra fontos
jelent6séggel bir. Az id6 fliggvényében e jelek értékvaltozdsaiban legtobbszor nem
figyelhet6é meg semmilyen 6sszefliggd folyamat, az értékek nagymértékben a
véletlentdl fliggnek. Ezért az ilyen jeleket véletlen jelleg(i, vagy mas néven
sztochasztikus jeleknek is szokas nevezni. Az ilyen jellegl folyamatok leirasaban,
jellemzésében a matematikai statisztikanak, ill. valdszintiségnek van nagy jelentésége.

Stacionarius folyamat:

Id6beli folyamatot vagy jelet akkor neveziink staciondriusnak, ha jellegzetes
statisztikai jelparamétereik, mint pl. a négyzetes vagy a linedris id6beli kozépérték,
nem fliggenek attél, hogy milyen id6pontban hataroztak meg Gket.

A stacionarius véletlen folyamatok egyik kiemelt csoportjat alkotjak a
zajfolyamatok, amelyek példaul egyes rendszerek (pl. sz(ir6k) vizsgaldjeleként is
hasznosithaték, els6sorban a nemdeterminisztikus jelek frekvenciaspektrumdanak
folytonossagabdl kiindulva. Tovabba a sztochasztikus jel fazisa véletlenszerlien
ingadozik, ezért a komplex spektrum megadasdnak nincs értelme ebben az esetben,
mivel a fazis nem hordoz hasznosithatd informaciot. Ezért egy fazis nélkili fliggvényt,
éspedig a teljesitményslirliség-spektrumot haszndlunk ezen jelek vizsgalatanal.

Folytonos id6fliggvény Fourier-transzformaltjdnak négyzete:

2

W(w) = |F(w)?| =

j:f(t)e‘f‘*’fdt

Ha az f(t) fesziiltségjel, akkor a W (w) dimenzidja V2 /Hz. Véges sdvszélességl
rendszerekkel (pl. szlir6kkel) végzett tényleges elemzések soran a jelfliggvények
teljesitményspektrumat kapjuk, amit el kell még osztanunk az analizalas
savszélességével, hogy megkapjuk a W (w)-t.
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2.3.6 Nemstacionarius jelek

Azok a jelek, amelyek informaciét tovabbitanak, nem lehetnek staciondriusak, mert a
jelparaméterek id6ben valtoznak, ezért az ilyen jelleg(i jeleket nemstacionariusnak
nevezzuk.

Az ilyen jelek matematikai kezelése altalaban nagyon bonyolult. Azonban a
nemdeterminisztikus folyamatok korlatozott id6tartamokra nézve gyakran kozel
stacionarius jellegliek, és igy az emlitett tartomanyon beliil lehetséges a matematika
jelvizsgalat. Ezzel a mddszerrel feldolgozhato jeleket kvazistacionariusnak szokas
nevezni. Ezen jelcsoport jellegzetes képviseldi a beszédjelek.

3. Analag jelek digitalis elemzése

Az analdg jelek digitalis elemzéséhez sziikséges elméleti matematikai alapok
megsziletése Jean Baptiste Joseph de Fourier francia matematikusnak készénhet6,
aki felismerte azt a tényt, hogy a jelek az id6 és frekvencia tartomanyban részletesen
jellemezhetdk. Egyik tétele szerint minden periodikus fliiggvényt kiilénb6z6
amplitudo- és fazissulyozo, harmonikus rezgésre lehet felbontani. Késébb az
elméletet nemperiodikus folyamatokra, valamint a diszkrét ideji és diszkrét értékd
jelfiggvényekre is kiterjesztették.

A fuggvények id6tartomanybdl frekvenciatartomanyba és viszont valé
atalakitasat megvaldsitd Fourier-sorba fejtés mostanra a digitalis jelanalizis egyik
alapvet6 eszkdzévé valt.

Egy flggvény egyik leirdsi tartomanyabdl egy masik leirdsi tartomanyba vald
atalakitast transzformaciénak nevezziik.

14



3.1 Periodikus fiiggvények Fourier-sorba fejtése

3.1.1 A valos leirasu Fourier-sor

Amennyiben az altaldnosan periodikus jel véges energidju (meghatarozhaté az
effektivértéke), akkor a jel Fourier-sorba fejthet6, azaz szinuszos és koszinuszos tagok
Osszegeként el6allithato.

A Fourier-tétel az alabbi alakban irhato le:

(o]

f) = Z aigcos(wit) + ) bysin(wgt) (3.1)
k=0

k=0

Az egyenletbdl kiolvashaté, hogy az f(t) id6fliggvény felirhatd szinuszos és koszinuszos
jelek 6sszegeként. A (3.2) képletben szerepl6 feltétel azt mondja ki, hogy az f(t) egy
periodikus id6fliggvény:

f®)=f{t+nT,), n= —0..+ o (3.2)
Tehat az f(t) fliggvényérték a T, periddusidb egész szamu tobbszordse utan

megismétlédik, amire a 3.1. dbrdn latunk példat. Természetesen minden id6fliggd
folyamat csak véges id6tartomanyban ismerhet6 meg.

[d&fuggvény
T T T T T T T T T T T

0.06— T B
0

0.04 — B

0.02 — =

ﬁ f® VX f(t+To) \f\/

004 .

| | 1 | | | | 1 | | |
0.03 0.0305 0.031 0.0315 0.032 0.0325 0.033 0.0335 0.034 0.0345 0.035
Time (sec)

3.1. dbra: Periodikus id6fliggvény
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Abbdl indulunk ki, hogy a vizsgdlandd fliggvény minden id6pillanatban mar végtelen
hosszu ideje |étezett és tovabbra is végtelen hosszu ideig fenn fog maradni. Ez a
komplex dbrazolasanal jelent8sen egyszer(ibb leirast tesz majd lehetévé.

Negativ id6értékeket matematikailag ugy lehet Iétrehozni, hogy a nullpontot
t=t, id6szakasszal eltoljuk a t koordinata mentén, ahogy ez a 3.2. abran lathato.

[daflggvény

~ S ()
0.08 T, .

0.04 - -

0.02 - -

D N\ .

-0.04 - tO —

-2 -1.5 -1 05 a 0.5 1 1.5 2 -3
Tirne (sec)

3.2. dbra: Negativ id6k létrehozdsa a viszonyitdsi id6pont eltoldsdval

Az w;, korfrekvencia definidlasaval meghatarozhatjuk a T, periddusidét:

wp = kwo ==k = 2mfok (3.3)

0

Az f, = 1/T, mennyiséget az f(t) periodikus figgvény alapfrekvencidjanak nevezzik.

A (3.1) egyenlet dltal definidlt tételt ugy is értelmezhetjik, hogy egy f (t) periodikus
fliggvény felbonthaté olyan harmonikus rezgésekre, melyek rezgési frekvencidja
megegyezik az f, alapfrekvenciaval vagy annak egész szamu tobbszordsével, s igy az
f (t) fuggvény sorba fejthetd.

Ebben a sorba fejtésben az egyes diszkrét rezgések amplitudoit és fazisat az a,és by,

Fourier-egyltthatok adjak meg.
(Fourier-egyutthatok):

a, = j—of_T;g/zzf(t) cos(kwyt) dt, (3.4a)
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b == [ £(t) sin(kw,t) dt, (3.4b)

To _TO/2
1 (To/2
a, = T—of_;o/zf(t)dt. (3.4c)

Az a, Fourier-egylitthato a k=0 értékre vonatkozo, a jelben esetleg jelen levd
egyenfesziltségl hanyadot adja meg, amely az f(t) id6fluggvény egy T, periddusra
atlagolt aritmetikai kozépértékének felel meg.

A (3.1) egyenlet atalakitdsdhoz hasznaljuk fel az alabbi definicioét:

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
ahova helyettesitsiik be az x = kw,t és y = @, értékeket:
cos(kwyt + @) = cos(kwyt) cos(g;) — sin(kwyt) sin(gy,)

Szorozzuk be mindkét oldalt Aj-val:

Ay cos(kwot + @) = [Ay cos(@y)] cos(kwyt) — [Ag sin(py)]sin(kwgt) ,

_ G _ bk _ . ] _
(A = coston) . sin(on) ’ Ay cos(ey) = ay, Arsin(@y) = by ,)
Ay cos(kwot + @) = Z ay cos(wyt) + by sin(wyt)
k=0 k=0

Ha a fenti egyenlet jobb oldala a (3.1) egyenlet szerint megegyezik f (t)-vel, akkor
értelemszer(ien a baloldal is meg fog vele egyezni:

f@t) = A+ X, Agcos (kwg t + @), (3.5)
J— . = Ak = — bk
Ay = ay; A = cospr  singy’

és

@, = arctyg (Z—i)
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A periodikus id6fuggvény spektrumat az w, =k w, helyeken A; hosszusagu
vonalakkal abrazoljuk. Az ilyen spektrumot ezért vonalas spektrumnak szokas
nevezni. A frekvencia-tengelyen két ilyen szomszédos vonal tavolsaga megadja az
alapfrekvencia értékét és ezzel egyltt a jel periddusidejét is.

2T

Af = % ill. Aw = = (3.6)

0

Tehat minél nagyobb a jel T,, alapperiddusa, ill. minél kisebb a jel f, alapfrekvencidja,
annal sdribben kovetik egymast a vonalak.

A paros flggvényekre a kdvetkez6 dsszefliggés érvényes:

f@®) = f(=0)
llyen figgvények Fourier-soraban valamennyi b, tényez6 eltlinik. Ezzel szemben
valamennyi pdratlan fliggvény esetén, amelyeket az

f@®=—-f(=v

Osszefliggés ir le, az a; Fourier-egyltthaték hianyoznak.

Osszefoglalva néhany alaptétel:

1. Periodikus fliggvénynek diszkrét frekvenciaspektruma van, amelyet a
Fourier-sorba fejtés (3.4 a,b,c) egyenletekben megadott egyitthatdi irnak
le.

2. Pdros fuggvényeknél a b, egyltthatok, paratlan figgvényeknél az a,,
egylUtthatok tlinnek el.

3. Azonos frekvencidk esetén az a;, és by, tényezbket egy A, amplitido-
értékké és egy @, fazisértékké lehet 6sszefogni, és igy minden periodikus
fliggvény diszkrét amplitudo- és fazisspektrumaval jellemezheté.

A 3. pont tobbek kozott azt is kimondja, hogy normalis esetben az amplitudoé-
spektrum megadasa 6nmagaban nem mond semmit az id6fiiggvény menetérdl. Ez a
3.3. dbra alapjan nyilvanvaléva valik, amelyben egyes A, tényezbk ¢,
fazishelyzetének megvaltoztatdsaval eltéré f(t) id6fliggvényeket lehet |étrehozni.
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3.3. dbra: Kiilénbdz4 fazistoldsu idéfiiggvények dbrdzoldsa, ahol f(t) = sin(wyt +
®o) + 0,6 sin(2wyt + ¢,), tovdbbd 1.esetben (legfeliil) ¢, = 1,57 rad, ¢, =0,

2.esetben (kézépen) ¢, = 1,57 rad, ¢; = —2,094 rad, 3.esetben (legalul)

9o =0rad, ¢p; = —2,094 rad

3.1.2. A komplex irdsmodu Fourier-sor

Most vizsgaljuk meg a komplex irdsmddu Fourier-sort, amely a tétel egyszer(sitése

kovetkeztében szivesebben haszndlt mddszer a jelanalizacids problémak

vizsgalatanal.
vektoraként abrazolhatd. Ezt a sikot a valds és a képzetes tengely hatarozza meg. A

A komplex szam, amelyet a kovetkez6kben mindig alahuzassal jeldllink, egy sik
komplex szam a valds és b képzetes része a vektor 6sszetevGinek felelnek meg. Az a

és b abszolut értékét a vektornak valos és képzetes tengelyre levetitett
komponenseinek hossza adja meg, amint az a 3.4. abran lathaté. Ha z egy komplex

szam, akkor ennek algebrai alakjat a
(3.7)

z=a+jb
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és nagysagat az

|z| = a? + b2 (3.8)

Osszefliggés adja meg. Ebben az esetben a vektor és a valds tengely pozitiv része
kozotti (az dramutatd jarasanak megfelel6 értelemben mért) szoget a

Im(z)} 39)

=arct
4 g {Re(z)
adja meg.

A komplex irasmodot felhasznalva, a Fourier-sorba fejtés a kovetkezé alakban

adhato meg:

FO = ) gelkeod (3.10)
k=—o0
o
) = |z|cosp + j|z|sing = a + jb
] I e I
S
ﬁ] |z|

i

Imlgl
<
,—/

Re|z| = |z|cosp = a Re —»

|z] = Ja?+ b2

3.4. dbra: Komplex szdm dbrdzoldsa a szamsikon

Az e Uk@ob) tényez6t, valamint a trigonometriai fliiggvényeket a kovetkezs dsszefiiggés
kapcsolja 6ssze:

eUkwot) = cos(kwyt) + jsin(kwyt) (3.11)
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A Cy amplitado tényezd (egy komplex szam), amely az a, ay, és by, Fourier-
egyltthatokat helyettesiti.

A képzetes és a valds rész hanyadosa a @), fazisszog tangensének felel meg:

sin(kwyt)

cos(kwyt) (3.12)

tang, =

Annak érdekében, hogy a valds irasmddu Fourier-sornak a (3.5) egyenlet szerinti
irdsmoédjdhoz megteremtsiik a kapcsolatot, gondoljunk arra, hogy a levezetett
Osszefliggések alapjan egy A amplituddju és f, frekvencidju, valds harmonikus rezgés
a komplex sikban két, egymassal ellentétes iranyban, azonos sebességgel forgd
vektorral abrazolhatd, amelyek abszolut értéke (hossza) egyenként A/2, ahogyan ezt
a 3.5. abran lathato.

Alm
x/ g A2\ 90
|I 'H_-F"'flll
: V- s »Re
| e g ,I
\ STl
\ -y Af2 / ~Po

3.5. dbra: Valés harmonikus rezgés abrdzoldsa a komplex sikban két, fél amplitudoju
és ellentétes forgdsiranyu vektorral

Ha megfigyeljik a 3.5. abrat, akkor |athatjuk, amint a két ellentétes iranyba mozgd
vektor ereddje mindig a valds tengelyt fogja kimetszeni.

Egy tovabbi jelentds 6sszefliggés:

el + e x
cos(x) = — (3.13)

ahol x = 2nfyt + @ = wot + @
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A (3.13) egyenletet felhasznalva lathatjuk, hogy a két vizsgalt vektor ereddje
visszaadja a (3.5) egyenlet szerinti id6fliggvényét:

(o]

A . C
f@) = Z 7’((61(""“)0”“) + e Jkwot+ei)y = Z Agcos (kwy t + @)

k=0 k=0

Ez azt jelenti, hogy a Fourier-sor komplex irdsmddja teljesen megegyezik a (3.5)
egyenletben bemutatott formaval, ha f(t) valés. igy ez az alak valamennyi
jelfiggvényre altalanosithaté.

El6nyds az is, hogy az a,, a; és by Fourier-egyitthatékra vonatkozd harom
egyenlet most egyetlen 6sszefliggésbe foghatd dssze. Ervényes ugyanis a kdvetkezd

Osszefliggés:
1 ”
Cy = f f(t) e~ Tk@ot g (3.14)
0
_To

ahol k=0,1,2,3, ..., o

A (3.14) képletben az f(t) id6fliggvényt periodikus jelleglinek tekintettik. A Cj,
Fourier-egyutthatok ebben az esetben komplexek, azaz van egy valds és egy képzetes
részuk.

Ezek a valds leirdsmddhoz hasonldan csak a diszkrét kw, értékeknél, vagyis az
alapfrekvencia egész szamu tobbszoroseinél vannak definialva.
A kovetkezd egyenletekben a C; komplex egylitthato, valamint az a;, és b, valos
Fourier-egyutthatok kozotti kapcsolat van megadva:

1
(E(ak—jbk), hak >0

C, =4 1 .

= > (@ = jby), hak <0 (3.15)
k ao, hak =0
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Spektralis dbrazolas

A harmonikus rezgések spektrumat kétféleképpen is megadhatjuk a komplex leirasbdl
kiindulva. A frekvencia fliggvényében abrazolhatjuk a valds és képzetes részt, vagy az
abszolut értéket és fazist.

Amplitude Spectrum
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T T {]

0ol ! ! ! ! !
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3.6. dbra: Egy periodikus négyszogjel diszkrét spektrumfiiggvényének abszolut értéke
(feliil) és fdzisa (alul)
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3.7. dbra: A 3.6. dbran bemutatott periodikus négyszégjel diszkrét
spektrumfliggvényének valds(feliil) és képzetes(alul) része

3.2. Nemperiodikus jelek Fourier-analizise

Az eddig targyalt id6tartomanybdl frekvenciatartomdanyba és vissza valé
atalakitasoknal feltételeztiik, hogy az analizalt teljes jelfolyamat periodikus. Most a
Fourier-tételt kibdvitjiik a nemperiodikus jelekre is, amely a digitdlis jelanalizisben
fontos szerepet jatszé diszkrét Fourier-transzformacios algoritmus alapja.

3.2.1 A Fourier-integral

A periodikus jelekrél a nemperiodikus jelekre vald attérést ugy lehet elvégezni, hogy
az altalanos periodikus jel T, periodusidejét a végtelenhez kozelitjlk.

Mivel a diszkrét spektrumban a spektrumvonalak egymas kozti tavolsaga a
periddusidével forditva ardnyos, ez azt jelenti, hogy Af nullahoz tart és végil eltinik,

azaz
Af - 0,ha Ty »
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igy tehat a vonalas spektrum helyett folytonos spektrum jon létre, vagyis a vonalak
tavolsaga olyan kicsire csokken, hogy a spektrum mar nem bonthato fel diszkrét
vonalakra. Ebben az esetben a (3.10) képletben szerepl6 6sszeg integralla alakul at,
hiszen az integral nem mds, mint a végtelen kicsi Af tartomanyokra vett
fliggvényértékek 6sszege. Ezen a mddon jutunk el a Fourier-tétel integralalakjahoz. A
sorfejtés esetéhez hasonldéan ismét két képlet |étezik, amelyek a kiilonb6z6
tartomanyokban taladlhato jeleket 6sszekapcsoljuk egymassal:

(o]

F(6) = j F(w)el®tdf (3.16)

—00

és

F(w) = f f(t)e I@tdt (3.17)

A (3.17) képletben az F(w) a folytonos spektralis fliggvény, amely a periodikus
fuggvény sorfejtésében eredetileg szerepl diszkrét C,, amplitudo-egyltthatéknak
felel meg. Ez komplex mennyiség, és ezért valds és képzetes részre, vagy fazis- és
amplitudo-fliggvényre bonthaté fel:

F(w) = Re (E(w)) + j{F()} = R(w) +jX(w), (3.18)
p(w) =arctg {%}, (3.19)
|E(oo)| = \/Rz (w) + X% (w) . (3.20)

Az F(w) fuggvényt altalaban az f(t) id6fliggvény Fourier-transzformaltjanak
szokas nevezni.
Minden f(t) nemperiodikus folyamatnak van Fourier-transzformaltja, amelyrél
elmondhaté, hogy az

= j F(O)12dt

integral értéke véges értékhez tart.
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Az F(w) most mar az 6sszes frekvencidra vonatkozé amplitudo- és
fazisinformacioét tartalmazza. Ennek el6feltétele az, hogy az integralast végtelen
hosszu id6re végezzik el.

Néhany alaptétel 6sszefoglalva:

- A nemperiodikus jeleknek folytonos frekvenciaspektruma van, amelyet az
F(w) = j f(t)e @tdt

ir le, amennyiben az F(w) transzformalt létezik.

- Az F(w) spektrum altaldban komplex. A spektrumot valds és képzetes
részével, vagy érték- és fazisfliggvénnyel lehet a frekvencia fliggvényében
abrazolni.

- Ha F(w) ismert, akkor a hozza tartozé f(t) id6fliggvényt az inverz Fourier-
transzformacids

f(t) = f_oo F(w)el®tdt

kifejezés alkalmazasaval lehet helyreallitani.
- Ha f(t) paros flggvény, akkor F(w) szintén paros, és csak valds része van.

- Haf(t) paratlan fliggvény, akkor F (w) paratlan, és csak képzetes része van.
- Az F(w) valos része mindig paros, képzetes része mindig paratlan fliggvény.

3.3 Mintavételezett jelek analizise

A szamitogéppel valo jelelemzéshez sziikséges az analdg jelek digitalizalasara.
Els6 l1épésben mintat vesziink a jelekbdl azonos id6k6zonként, majd ezt az amplitudd
értéket diszkrétizalni kell, azaz kvantalni, a végeredményt pedig tarolni. Eszerint az
eljaras szerint véges méretd, diszkrét adatszavak keletkeznek, azaz a jelfiggvények
most mar id6ben és értékben egyarant diszkrét formaban allnak rendelkezéstinkre.
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3.3.1. Mintavételezett jelek Fourier-transzformaltja

A mintavételezett jelekre a (3.17) egyenlet szerinti Fourier-transzformacio
kozvetlenll nem alkalmazhaté, mivel a végtelen kis mintavételi tartomanyokat elGird
kdvetelmény nem valdsithaté meg. Mivel a tovabbi szamitasokhoz csak a t,,, diszkrét
idépillanatokban vett mintavételezett jelek allnak rendelkezésre, az eredetileg
folytonos t valtozot a (3.21) képlet szerint diszkrét valtozéval helyettesitik, és az
integral helyett diszkrét 6sszeget alkalmaznak.

t, =nAt —oco<n< oo (3.21)

Ekkor a (6.21) egyenlet a kbvetkez6képpen maddosul:
+ 00
F(o) = Atz f(nAt) eizmnat (3.22)

F'(w) a mintavételezett jel Fourier-transzformaltja

A (3.17) egyenletben szerepl§ F (w) kifejezéssel szemben a (3.22) egyenletben
az F'(w) w-ban periodikus, azaz az F'(w) spektrum Q=2mr/At frekvenciaval
periodikusan ismétlédik:

F'(w) = F'(w + nQ) —o<n< o (3.23)

Az s(t) folytonos fliggvény, valamint az egymastdl At tavolsagban l1évé 6(t)
tlimpulzusok végtelen sorozatanak szorzata soran valtozé amplituddju tdimpulzus-

sorozat keletkezik, mely impulzusok kozti tavolsag At = é értékkel fog megegyezni

(3.8a,b,c dbrak). Az egyes Fourier-transzformalt S(w) és D(w) flggvényeket a 3.8 d)
és e) dbrak mutatjak. Lathatjuk, hogy a tliimpulzus-sorozat Fourier-transzformaltja
ismét tdimpulzusok sorozata, amelyek egymas kozti tavolsaga 1/At.
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3.8. dbra: Periodikus spektrum elédllitdsa a jelfliggvény mintavételezésével

a) harmonikus rezgés; b) tliimpulzus-sorozat; c) mintavételezett fliiggvény;

d) harmonikus jel (egyoldalas) spektruma; e) a tiimpulzus-sorozat (egyoldalas)

spektruma; f) a c) pontban Idthatd PCM jel Fourier-transzformdcidval elédllitott

egyoldalas spektruma; g) az f) pontban Idthato spektrum kinagyitott részlete.

A 3.8.abraeésf, ill. 3.9.dbra b és c részében a tliimpulzus sorozat és a

mintavételezett jel spektrumaban az amplituddk nagysaganak kilonboz6sége a

kés6bb ismertetésre keriil6 ablakolds nem kivant eredménye.

A Fourier-transzformacio egy alapvetd tétele, a konvolulciods tétel azt mondja

ki, hogy két, egymdssal multiplikativ médon 6sszekapcsolt fliggvény transzformaltja

egyenld az egyes fliggvények transzformaltjainak konvolucidjaval.
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Az el6z6 dllitasnak az igazoldsdra nézziink meg eqy példat:

MATLAB program segitségével hozzunk létre egy x = sin (2 * 100 * t +
1.57) periodikus fliggvényt (3.8a abra), tovabba egy impulzussorozatot (3.8b abra),

melynek barmely két egymast kdvetd impulzusa kozott eltelt id6, At = Toos S€C

A mintavételi frekvenciat a At hatdrozza meg, tehat Af = i = 1092 Hz. Az
impulzussorozat spektrumaban (3.8e dbra) a Af és annak egész szamu
tobbszoroseinél lathatunk nullatél eltéré amplitudo értéket.

A 3.8c abra szerinti mintavételezett (PCM) jel spektrumaban a k x Af + f'
frekvenciahelyeken latunk kiemelkedést, ahol k az egész szamok halmazanak eleme,
f' pedig az x jel alapfrekvencidja. Ugyanerre az eredményre jutunk akkor is, ha 3.9a
és 3.9b dbra szerinti paros |S(w)| és |D(w)| spektrumokat konvolvéljuk és az
eredményként kapott paros spektrumot kirajzoljuk.

A példa soran a konvolucids szorzasnal fontos, hogy paros spektrumokat

konvolvaljunk, hogy a helyes eredményre jussunk!

I8(fyl *
o000

N = ohm —
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3.9. dbra: (Kétoldalas) Periodikus spektrum elédllitdsa

a) 3.8. dbrdn bemutatott harmonikus rezgés kétoldalas spektruma

b) 3.8. dbrdn bemutatott tiiimpulzus-sorozat kétoldalas spektruma

c) az a és b pont szerinti spektrumok konvoluciéja, melynek eredménye eqgy kétoldalas
periodikus spektrum.
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A konvoluciot csillaggal (*) szokas jel6Ini:
F(w) = S(w) * D(w) (3.24)

A (4.28)-as egyenlet az alabbi konvolucids integrdl roviditett alakjanak felel meg:

e}

Fw) = f S(@)D(w — o)da’ (3.25)

— 00

A 3.9. c) dbrdn (a vizszintes tengely nem w, hanem f = w/2m szerint van
skalazva!) Idthato a konvoldciés miivelet eredménye és az, hogy az S(f) spektrum Af
frekvenciaval periodikusan ismétlédik.

Ahhoz, hogy az id6ben és értékben folytonos jelet id6beni mintavételezett
értékekbdl hibatlanul helyreallithassuk, az f,,, mintavételi frekvenciat a jelben
el6forduld legnagyobb frekvencia kétszeresénél nagyobbra kell megvélasztani
(Shannon-tétel).

1
fm = Af = At > 2 fmax (3.26)

Ellenkezd esetben a spektrumban Ugynevezett alias-frekvencidk Iépnek fel, amire a
3.10-es dbra mutat egy példat.

Spectrum
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3.10. dbra: Alias-frekvencia megjelenése a spektrumban 500 Hz-nél Shannon-tétel be
nem tartdsa kovetkeztében. A transzformalandd jeliink x = 2 * sin (2 * pi * 1500 *
t), mely harmonikus rezgés alapfrekvencidja f,=1500 Hz. A mintavételi frekvencia

F, = 2000Hz.
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Ha az id6ben folytonos jelet a mintavételezést megelGzve egy alulateresztd szlir6nek
vetjik ala, és csak ezutdn diszkrétizaljuk és analizaljuk azt, akkor ezzel a kés6bbiekben
elkeruljik a hibas eredmények keletkezését.

Az emberi fll érzékenységére vald tekintettel, a hanghullamok vizsgdlatdahoz az
alulatereszt6 sz(ir§ vagasi frekvenciajat legfeljebb 22100 Hz-re célszer( tervezni. Az
ilyen szlir6ket antialiasing sz(ir6knek is szokas nevezni.

3.3.2. Diszkrét Fourier-transzformacio (DFT)

Egy analdg jelet T id6tartamon beliil At id6k6zonként mintavételezve N minta
keletkezik az alabbi egyenlet szerint:

N=— (3.27)

A jel T szakaszanak hosszusagat megfigyelési id6nek vagy ablakszélességnek
nevezzuk.

A Fourier-tételnek a véges analizalasi idejl és mintdju, idében diszkrét jelekre valé
kiterjesztését a kovetkezd egyenlet adja meg:

Flwy) = At Z F(nAt)e—iMbomt (3.28)

k=—N/2

amit diszkrét Fourier-transzformdcionak (DFT) nevezziik. A (3.28) egyenletben az
eredetileg folytonos w valtozét egy diszkrét w,, valtozé valtotta fel. A Fourier-
transzformalt szamitasanal a véges szamu mintavételi értékre korlatozas
kovetkeztében az eredetileg folytonos spektrumot mar csak véges szamu, egymastal
fuggetlen, diszkrét frekvenciaértékre lehet kiszamitani. Tehat a diszkrét
frekvenciaértékek (3.29) képletben megadott diszkrét értékeken vannak definidlva:

A DFT 6sszetev6k Aw tavolsaga forditva aranyos a T ablakszélességgel:

Aw = — (3.30)
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2T

Aw = —
©= NAt

(3.31)

Ha a (3.31) egyenletet beillesztjiik a (3.28) egyenletbe, és az F(MAw) helyett
csak F (M), tovabba f(nAt) helyett csak f(n) kifejezést irunk, akkor a kdvetkez6t
kapjuk:

F(M) = Atz f(n)e=J2mMn/N (3.32)
n=0

Fontos figyelembe venni azt, hogy N szamu mintavételi értékb8l N szamu spektralis
értéket kiszamolva, annak csak N/2 spektralis 6sszetevdje lesz fliggetlen egymastol!
Az (N/2)Aw frekvenciatol kezdve a spektrumértékek ismétl6dnek, tovabba ebben a
tartomanyban a képzetes rész értékeinek el6jele megvaltozik, azaz a komplex
amplituddspektrum itt a konjugalt komplex értékekbdl adddik.

A (3.32) egyenlet szerinti diszkrét Fourier-transzformacio inverze, az inverz
diszkrét Fourier-transzformacié (IDFT) a kovetkez6képpen van definidlva:

N

=

f(n) = F(m)e N (3.33)

=
N

m=0

Figyelembe kell venni azt, hogy a visszatranszformaldsahoz valamennyi N 6sszetevére
szlikség van.

Tekintsiink meqg eqy eqyszerti példat a DFT algoritmusra:

Képzeljiink el egy 8 kHZ savszélességl spektrumot, amit N szamu egyenld részre
osztunk fel. Ha tehat N=8, akkor 8 darab, egyenként 1 kHz széles tartomanyt hoztunk
|étre. A DFT kimenete, az X, jelképezi a jel energidjat minden egyes ilyen szakaszban.

DFT és IDFT egyenletek gyakran hasznalt alakja:
N—1 _j2mki
DFT(id6 --> frekvencia) Fj, = ),;—y fie N

ahol k ={0,...,N — 1}
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LN . 4d2Tk
IDFT(frekvencia --> id68) f; = ﬁ2k=0 Fi,e' N

ahol i ={0,...,N — 1}

Valasszuk meg az N értékét 8-ra. Legyen az id6tartomanybeli jelink 8 mintaja
{1,1,1,1,1,1,1,1}, azaz csupa egyes. Ebben a példaban azt varjuk, hogy egyediil a null
frekvencidban lesz nullatél eltéré értékiink, amelyet a jel DC (egyenfesziiltségu)
komponensének is nevezhetjik.

N-1
_ j2ki/N
i=0

1=0
7
— j2i/N —
F, = E 1 % eJ2™/N =
i=0
j2m j2m2 j2m3 j2m4 j2m5 j2m6 j2m7

=e’+e8 +te 8 +e 8 +e 8 +e 8 +e 8 +e 8
=1+ (0.7071 +j0.7071) + j + (—=0.7071 — j0.7071) — 1
+ (—=0.7071 +j0.7071) — j + (0.7071 — j0.7071) = 0

7
Fz — Z 1 % ej2n'i2/N —
i=0

— 0 4 J2M2/8 | j2mM4/8 | ,j2M6/8 | oj2m8/8 | oj2m10/8 | pj2m12/8 | pj2ml4/8

=1+j-1—j+1+j—1-j=0

7
F3 — z 1 * ej27ri3/N —
i=0

— 60 + e]2n3/8 + e]27t6/8 + e]27t9/8 + e]21t12/8 + e}2n15/8 + e]21t18/8 + e}2n21/8

=1+ (=0.7071 + j0.7071) — 1 + (0.7071 + j0.7071) — 1 + (0.7071 — j0.7071)
+ 1+ (=0.7071 — j0.7071) = 0

F,; F5; Fg; F, értékek mindegyike az el6z6 szamitasokhoz hasonldan nulla.
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3.3.3 Id6ben korlatozott jelek analizise

A diszkrét Fourier-transzformacid feltételezi, hogy az id6ben korlatozott,
mintavételezett fliggvény periodikus, tovabba azt is, hogy az analizdlandd jelnek
pontosan egy periddusa, vagy annak egész szamu tobbszordse esik bele az
ugynevezett id6ablak altal meghatdrozott Sp (t) id6szakaszba.

Sp(t) =Sp(t+nTp) —0<n< o (3.34)

Legtobbszor a (3.34) egyenlet szerinti feltétel nem teljeslil, s igy a jelfiggvény
menetében szakaddsok keletkeznek (ahogyan azt a 3.11. dbra szemlélteti).

o
1

|periodikus folytatds [ ; . »

A5 --------- ---------- 5
B
25

2

18-

Armplitude

1

0.5

a

0.5

0.855 0.86 0.865 0.a7 0.875 0.83 0.885 0.89 0.895
Tirme [sec]

3.11. dbra: Id6ében korldtozott jelfiiggvény periodikus folytatdsa

Ha a mintavételezett fliggvények Fourier-transzformaltjara vonatkozd (3.22)
egyenletbe az eredetileg folytonos f(t) id6flggvény f'(n) mintavételi értékei helyett
egy médositott f'(t) = f(t)w(t) id6fliggvényt helyettesitiink be, akkor belathatd
annak spektrumra gyakorolt hatdsa:

F@= Y fowme v (335)

n=—oo
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Az id6tartomanyban egymassal multiplikativ médon 6sszekapcsolt fliggvények
transzformaltja a frekvenciatartomanyban az egyes fliggvények transzformaltjainak
konvoluciojaval egyezik meg (Fourier-transzformacios tétel) :

F'(w) = F(w) * W(w)
ill.

(3.36)

F'(w) = j "W (o - o)do' (3.37)

F(w) az f(t) jel Fourier-transzformaltja, tovabbd W (w) a w(t) idGablak Fourier-
transzformaltja.

A 3.12.4bran jol lathatd, hogy miként hat a w(t) id6ablak figgvényének W (w)
transzformaltja a konvoluciobdl szémitott F'(w) fuggvényre.

dt
a ! i
05 41 — |
@ L
N —
051 B
\/ \/ v U v \/ v \/ U \/ D I I I I : I : :
4 | L ) ) \ \ \ ) ) -80 &0 -40 =20 0 20 40 B0 a0
i] 0.1 02 03 04 05 06 07 0s 09 1 frequency (Hz)
Time [gec]
1 15
b -
0ar i é’
. . . . . L . . . .
o ! . : : . : . . 100 80 B0 40 20 0 20 40 &0 g0 100
0 0.1 02z 03 04 05 06 07 0a 09 1
frequency (Hz)
Time [sec]
[F* () = CONVSH DA
1 T T T T T
C
051
1]
-1 L | | | I | I | | | |
0 0.1 0z 03 04 05 06 07 0s 09 1 00 80 B0 40 20 0 20 40 B0 80
Time [sec] frequency (Hz)

3.12. dbra: a) Harmonikus rezgés id6fiiggvénye; b) derékszégli ablak idéfiiggvénye; c)
az ablakon dtvezetett jelfiiggvény; d) az a) jel spektruma; e) az ablak spektruma; f) a
c) jel spektruma
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3.13. 3bra: Elterjedt ablakolasi megoldasok személtetése.

3.1. tdbldza: Néhany népszerd ablakfliggvény 6sszehasonlitdsa:

Ablakfiiggvény | A legnagyobb | A Ekvivalens -3dB- | Maximalis

melléknyaldb, | melléknyaldbok | zajsavszélesség | es mintavételi
dB csokkenési hatar | hiba, dB
sebessége,
dB/oktav
Derékszog -13 -6 1 Af 0,89 3,92
(Square) Af
Haromszog -27 -12 1,33 Af 1,28 1,82
(Triangle) Af
Hann -32 -18 1,50 Af 1,44 1,42
Af

Hamming 43 -6 1,36 Af 1,30 1,78
Af

Blackman -58 -18 1,73 Af 1,68 1,10
Af

Erdekességképpen vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor az id6ablak T

szélessége az analizalt jel T, periddusidejének pontosan egész szamu tobbszorose.

Ebben az esetben — és csakis ekkor —az W (w) spektrumfliggvény maximumai

egybeesnek az alapfrekvenciahoz és ennek felharmonikusaihoz tartozé

spektrumvonalakkal és a diszkrét Fourier-transzformacié valamennyi, nem az

fo értékkel vagy annak tobbszoroseivel megegyezé spektrdlis komponense a

nullhelyekre esik, tehat a spektrumban nem jelenik meg. Ekkor az id6ben nem

korlatozott jelekre jellemz6 spektrumot kapunk.
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Ez az eset dltaldban nem |ép fel, és igy az ablakfliggvények nem kivdnatos hatdsai
legtobbszor megmutatkoznak. Az analizis eredménye nagymértékben fligg attdl, hogy
a diszkrét Fourier-transzformacio diszkrét komponensei az ablak spektralis
fliggvényét mely pontokon tapogatjak le.

3.3.4 Gyors diszkrét Fourier-transzformacio (FFT)

A teljes DFT transzformacié meghatarozasahoz N minta esetén a (3.32) egyenletbdl
kiindulva 6sszesen N2 szdmu szorzasi és 6sszeaddsi miveletre van sziikség. Ez azt
jelenti, hogy N ndvekedésével a szamitasi id6 jelentésen megnd. Pontosan ennek a
hatranynak a kikliszobolésére talaltak ki a FFT-t és az IFFT-t.

Az el6transzformalasnal a spektrumértékek M = 3 1 folotti redundanciaja

kovetkeztében az értékek fele elegendd lenne, azonban ez példaul a
visszatranszformadlasndal nem érvényes, mert az altaldanos esetben komplex N
spektralis érték mindegyikére szilikség van ahhoz, hogy az id6tartomanyban ismét N
szdmu mintank legyen.

A gyors Fourier-transzformacio (FFT) a diszkrét Fourier-transzformacio (DFT)
id6hatékony szamitdsdra alkalmas. Mindkét esetben a szamszerld eredmény
megegyezik.

Az FFT algoritmus levezetésénél fontos szerepet jatszik a (3.32) egyenlet
komplex exponencidlis tényez6jében meglevé redundancidnak, amely megengedi a
jelfiggvény mintavételezési tételének kisebb részekre vald felbontdsat, és ezekre a
részekre a DFT kiilon-kiilon valé alkalmazasat.

A helyzet akkor a legegyszer(bb és legattekinthetébb, ha a jelfliiggvény
mintainak szamat (az N blokkméretet) kett6 hatvanyaként vélasztjuk meg, vagyis ha
N = 2%. Ennek az a kdvetkezménye, hogy az adatrész-készletet kettSvel
folyamatosan végzett osztasokkal kisebb blokkokra lehet felbontani, amelyekre
kiilon-kilon el lehet végezni a diszkrét Fourier-transzfomacios miveletet. A 3.14.
abran egy N kiterjedésd, teljes mintablokk két részblokkra torténé felbontasat
l[athatjuk.

37



Mintavételezett jelek M elemi blokkja
0, 1,2 3, .., N-3, N-2, N-1
|

0,2,4, 6, .. N4 N-2 1,3, 5, .., N-3, N-1

M2 elemi reszblokk M2 elemi részbloklk

3.14. abra: N terjedelm(i, mintavételezett adatsor felbontdsa két, egyenként N/2
terjedelmdi részblokkra

Az els6 blokk az n = 0 értékt6l az N — 2 értékig, a masodik pedign = 1-t6I N — 1
értékig terjed, vagyis az els6 részblokk valamennyi f (2n) paros mintavételi értéket, a
masodik valamennyi f(2n + 1) paratlan mintavételi értéket tartalmazza. A (3.32)
egyenletnek megfelel6 diszkrét Fourier-transzformacié atirhatd a kévetkezd alakba:

N
-1
jamMn j2nM
F(M) = Atz FOn)e™ N 4+ e N +
n=0
_JAnMn
Atz fOn+ e "V (3.38)

n=0

vagyis az eredeti diszkrét Fourier-transzformalt feloszthaté két, a fél blokkra kiterjed6
diszkrét Fourier-transzformalt linedris kombinacidjara. Mig a diszkrét Fourier-
transzformacié (3.32) egyenlet szerinti elvégzéséhez N? szamu komplex szorzasi
mveletre van sziikség, a most bemutatott esetben minddssze 2(N/2)? + N szamu
szorzdasi mulveletre van sziikség. (Az 6sszeg masodik tagjara azért van szikség, mert a
masodik diszkrét Fourier-transzformalt részt az exp (—j2mM /N) faziskorrekcids
tényezével is meg kell szorozni.) A felbontasi mUivelettel nyilvdnvaléan jelent&sen
csokkenteni lehet a diszkrét Fourier-transzformacio elvégzéséhez sziikséges szorzasi
mUiveletek szamat. Ez jelent6s idbmegtakaritast tesz lehetévé a (3.32) egyenlet
szerint, hagyomanyos diszkrét Fourier-transzformaciéval szemben.

A mintavételezett adatblokk felosztasanak folyamata tovabb folytathatd, amig
el nem érjik a teljes felbontast, amint ezt a 3.15. abran egy N = 8 terjedelm
adatblokk transzformacidjanak példajan szemléltetve van.
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o] |4 2] [g] |3i?

3.15. dbra: N=8 terjedelmdi, mintavételezett adatsor teljes felbontdsa

A 3.16. 4brdn az attekinthet&ség kedvéért az exp (—j4mM /N) exponencialis
fliggvények a W komplex tényezékkel lettek helyettesitve.

0 F)
fioy — & /\ WJ"’{
) — E ~ § W, FO)
@) — g P> 7 Wz F@
2 |
f(6) —| 3 Wﬁ? F(3)
(i Wf\? F(4)
NP FANNE TV
fi3y — @ \/ N
f(5) — § E, W;\? F(6)
8 > W;f; F(7)

Wy = e J7/*

3.16. dbra: Gyors Fourier-transzformdcio diagramja a mintavételezett adatsor idé
szerinti felbontdsdval

Az exponencialis tagok periodicitasa altal képviselt redundancia tovabbi
kikiiszobolése lehetbvé teszi, hogy a diszkrét Fourier-transzformalt kiszamitasahoz N2
szamu helyett mar csak 2Nlog, N szdmu komplex szorzasra van szikség. A 3.17.
abran szemléletesen lathatd a gyors Fourier-transzformacio alkalmazasaval elérheté
megtakaritas.
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DFT  N” Complex FFT  N-logoN Complex
Multiplication and Mulciplication and Computacional Effort of FFT
M Addition Operations Addition Operadons Compared to DFT (%)
8 &4 24 37.30
32 1024 160 15.62
256 65,536 2048 -
1024 1,048,576 10,240 0.98
4096 16,777,216 49 152 0.29

3.17. dbra: Szorzadsi és 6sszeaddsi miveletek szama N fliggvényében DFT és FFT
esetén, és az ebbdl szamitott hatékonysdgi rata szdzalékban.

Most pedig lassunk egy példat a spektrum meghatdrozasara (FFT segitségével) és
abrazolasara MATLAB alatt:

Ebben a példdban a mintavételi frekvencia Fm = 44000 Hz, amely a Shannon-tétel
szerint meghatdrozza az egyoldalas amplitudé-spektrum maximalis sdvszélességét
22000 Hz-re. A mintavételi id6 a mintavételi frekvencia reciproka, azaz
megkozelitSleg 2,2675 * 10 °sec. Az [x = 2 *sin(2 * T * 1000 * t) + 0.5 *

sin(2 * w * 500 * t)] egyenlet egy id6ben és amplitiddban diszkrét periodikus jelet ir

le, melynek periddusidejét az f, = 500Hz alapfrekvencia hatdrozza meg, tehat

T, = = 0.002 sec. A bemend jelsorozat mintaszama, melyet kovetkez6 lépésként
0

FFT-nek vetjuk ald, 176-ra lett megvalasztva. Tehat a jel teljes hossza t = 176 x T,,, =
0.004 sec, ahol T,,, a mintavételi id6. Ebbdl az kdvetkezik, hogy ez a 176 db minta
pont 2 periddusnyi jelet abrazol.

Ha az imént részletezett jelet N-nel megegyez8, nfft = 176 pontos FFT-nek
vetjuk ala, akkor a kimeneten 176 darab komplex értékiink lesz. Ebbél az els6 88
minta megadja a 22000 Hz savszélességl diszkrét egyoldalas spektrum mintait.

Az eddigiekb6l meghatarozhatd, hogy mely frekvenciakhoz rendeljiik az FFT elsé 88
mintajat:

Fm

nffe Sk

fi =

ahol k = 1,2,3,... ("),

S =0123,..("L-1)

Tehat a példank szerint f;, = 0Hz; 250; 2*250Hz; ... 21750 Hz frekvencidkon lesz egy-
egy diszkrét érték.
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A 3.18. 4bra segitségével meggybz6dhetlink réla, hogy a vizsgalt jel spektruma 250
Hz-enként vesz fel egy-egy értéket.

lddfuggveny Amplitude Spectrum
T T T T T T
2 ................................ O S, -
18
1.6
1.4
= =
§ § ik
a T
E =
g
0.8
0B
0.4
0.2
0
1 ] 500 1000 1500 2000 2500
Time [sec] x10° Freguency [Hz]

3.18. dbra: Egy periodikus jel idéfiliggvénye és diszkrét spektruma

4. Statisztikus folyamatok analizise

Ebben a fejezetben, az ezt megel6z6 résznek a determinisztikus jelek vizsgalatabdl
szdrmazo ismeretekre tdmaszkodva megvizsgalunk néhany, a nemdeterminisztikus
jelek osztdlyara jellemzé kiegészité analizalasi modszert.

a4

4.1. A teljesitménysirdség-spektrum

A véletlenszer( (sztochasztikus) jeleknek két, gyakorlati szempontbdl fontos csoportja
van. Ezek a tiszta véletlenszer( jelek és a vegyes jelfolyamatok csoportja. Az utdbbi
jeltipus nemdeterminisztikus folyamat mellett determinisztikus jelfolyamatokat is
tartalmaznak, amire a 4.1. dbrdn latunk példat.
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4.1.dbra: (baloldal) Véletlenszerii sztochasztikus jel (Fehérzaj); (jobboldal) zajjal
terhelt harmonikus rezgés

A sztochasztikus jelek egyik jellegzetessége a folytonos frekvenciaspektrum,
tovabba a spektrum fazisanak statisztikus ingadozasa. Ebbél az kévetkezik, hogy az
ilyen jelet fazis nélkili figgvénnyel, mégpedig a teljesitménysl(irliség-spektrummal
érdemes jellemezni. Ezt teljesitményspektrumnak, vagy auto-
teljesitményspektrumnak is szokds nevezni. Ennek definicidja a kovetkez6 két
egyenértékl egyenlet szerint van megadva:

W(w) = F(w)F(w), (4.1a)
W(w) = [Fr(w) + jF;(w)][Fr(w) — jF(w)] = F{(w) + Ff (w), (4.1b)

ahol az F (w) Fourier-transzformalt valds részét Fz(w), képzetes részét F,(w) jeldli,

F*(w) pedig az F (w) konjugaltja.

A (4.1b) egyenletet exponencidlis alakra atirva a kovetkezé eredményt kapjuk:

W(w) = |F(w)|e® |F(w)|e /= |F(w)|’ (4.1¢)

ahol |[F(w)| = VF2(w) + FA(w) .
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szlro atalakito vény Fourier- spektrum
transzfor-
macio

4.2.dbra: A teljesitményspektrum meghatdrozdsa

A diszkrét Fourier-transzformaciés mvelet soran egy V2 dimenziéju
teljesitményspektrumot hatarozunk meg, amit még el kell osztani az analizis
sdvszélességével, azaz Aw = 2m/(NAt) értékkel, ami két egymast kovets DFT-s
Osszetevé kozti frekvenciakiilonbségnek felel meg.

4.2. Az autokorrelacio-fiiggvény

A legtobb véletlen folyamatnak nagyon sokszor felismerhetd belsé statisztikai
szerkezete van. Ebbdl az kdvetkezik, hogy a jel Iétrejotte nem teljesen szabalytalan
folyamat eredménye, s igy az id6tartomanyban egy jel szomszédos fliggvényértékei
egymastdél mar nem fliggetlenek, azaz korreldltak, aminek a mértékét az alabbi,
autokorrelacio-fliiggvényre vonatkozé egyenlet definialja:

T/2
1

@) = lim j FIOFCE+Ddt (4.2)
-T/2

T = 0 esetén az (4.2). egyenlet a vizsgalt jelfolyamat teljesitményét adja meg:

T/2

2@ =lmz [ f@de =70 (43)

-T/2

T = oo esetében viszont az autokorrelacio-fliggvény a jelfliggvény linedris
kozépértékének négyzetéhez tart:

®(0) = [f(D)]? (4.4)
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4.3. Korrelacids analizis digitalis rendszerekkel

A mintavételezett diszkrét jelértékek autokorrelacié-figgvényét az aldbbi 6sszefliggés
hatdrozza meg:

1
N+1

N
®(mAt) ~ Z f(nADF{(n + m)AT) (4.5)

A At értékét a Shannon-féle mintavételi tétel alapjan természetesen ugy kell
megvdlasztani, hogy az (4.5.) egyenlet kiértékelésének legyen értelme. Ennek egy
masik kiszamitasi mddszere a Wiener és Hincsin tétele alapjan torténik (4.6. abra).
Ez lehet6vé teszi az autokorreldcio-, és keresztkorreldcio-fliggvény
teljesitménys(irlség-spektrumbdl torténd kiszamitdsat. Ennek az a nagy elénye, hogy
a szamitasokhoz a gyorsalgoritmusokat hasznaljuk, ezzel jelent6sen megroviditve a
szamitasi id6t.

A Wiener-Hincsin-tétel szerint egy jel autokorrelacié-fliggvénye és
teljesitménys(irlség-spektruma kolcsonosen egy Fourier-transzformdacios part alkot,
hasonléan, mint az id6fliggvény és az amplituddspektrum. A tételek a

W(m) = F{d(n)} = At ) d(n)e /2mmn/N (4.6q)
és i
1 = j2Tmn
®(n) = F1{W(m)} = N—Atz W(m)e ™ W (4.6b)

dsszefliggésekkel irhatdk le (ahol F{®(n)} és F~1{W (m)} a Fourier- és inverz
Fourier-transzformaciot jeloli).

igy tehat a (diszkért) autokorrelacié-fliggvényt az inverz diszkrét Fourier-
transzformacié felhasznaldsaval, kozvetlenil a teljesitménys(irlség-spektrumbdl meg
lehet hatarozni (4.4. dbra).

s(t) ®(m)

Q—D ADU t FFT — |F)|* H IFFT o

Anti-aliasing Analég-digitalis Ablakfiiggvény Gyors Fourier- Teljesitmény Inverz gyors
sziird atalakito transzformacio spektrum Fourier-transz-
formacio

4.4. dbra: Az autokorreldcio-fliggvény meghatdrozdsa a Wiener-Hincsin-tétel alapjdn
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Az autokorrelacié-fliggvény nem tartalmazza a jel fazisinformacidjat, s ezért a
jelet visszafelé mar nem lehet helyreallitani.

Tisztan periodikus folyamat autokorrelacio-fliggvénye a 1 fliggvényében nem
cseng le. Egy periodikus folyamat autokorrelacio-fliggvénye ismét az eredeti

fliggvény t peridodusidejének megfelel6 periddusidejl, periodikus fliggvény
(4.5.4bra).

Autocorrelation

. 0.06 0.07
tau [sec]

4.5 dbra: 140 msec hosszu, 1kHz-es szinusz jel autokorreldcio-fliggvénye a
(4.2.) egyenlet alapjan szamitva.

Az autokorrelacié-fuggvény felhasznalasaval zajfolyamatokkal elfedett
periodikus jeleket lehet észlelni amire a 4.6. abran lathatunk példat.

THatuggveny

[ s ]

oA G GG R G

] o

4.6. dbra: Zajjal elfedett periodikus jelek észlelése: feliil a jel id6fiiggvénye, alul pedig
az autokorreldcio-fliggvénye ldthato.
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4.4. Cepstrumanalizis

A jelek széles csoportjat az jellemzi, hogy spektrumuk tobb részspektrum
szorzataként foghato fel, amit a kovetkez6képpen lehet egyenletbe foglalni:

F(w) = Q(w)H(w) (4.7)

A spektrumok multiplikativ kapcsolatanak az id6tartomanyban a fliggvények
konvoluciods kapcsolata felel meg (alapvet6 Fourier-tétel):

f(@®) =q(®) *h(t) (4.8)

Az ilyen jellegl jelek egy osztalyat az jellemzi, hogy a két jelfliggvény kozil az egyik az
F(w) ered6 spektrum periodikus moduldciéjat okozza. A periodikus forrasjel diszkrét
Fourier-spektrumhoz vezet, amelyben a spektralis 6sszetevék az idében korlatozott
analizis kovetkeztében szélesebbé valnak.

Hasonlé jelenség 1ép fel, ha egy jelkésleltet6 rendszeren halad at. Kiilonosen az
ilyen tipusu jelek elemzésére javasolt a cepstrumanalizis.

A Fourier-transzformacio linearitasa kovetkeztében az 6sszegzés a transzformaltak
matematikai mliveletként fennmarad, és igy az inverz Fourier-transzformacié
alkalmazasakor érvényes a kovetkez6 dsszefliggés:

C(q) = F~Hlog|F (w)|?} = Co(q) + Cu(q) (4.9)

Mivel az integrdlast f, illetve w szerint végezziik el, a szamitas soran még
figyelembe kell venni, hogy a logaritmus nemlinearis fliiggvény. Az ennek
kévetkeztében keletkezd Cyy (q) tagot akkor lehet elhanyagolni, ha C,(q) és Cy(q)
kiilonb6z6 tartomanyokba esnek, és igy a (4.9) egyenlet j6 kozelitéssel érvényesnek
tekinthetd.

C(q) egy spektrum ,spektrumaként” értelmezhetd, ahol q id6 dimenzidju
figgetlen valtozé. A cepstrumanalizis segitségével lehetdség nyilik a periodikus
ingadozasokat tartalmazoé spektrumok vizsgalatara, melynek meghatarozasa a 4.7.
abra szerint torténik.
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s(t)
O—D ADU Tt FFT H |Ew)|” H

Anti-aliasing Analog-digitalis Ablakfiiggvény Gyors Fourier- Teljesitmény

sziiro atalakito transzformacio spektrum
|_ C(q) cepstrum
lg|W(w)| IFFT —0O

Teljesitménys(iriiség- |nverz gyors
spektrum Fourier-transz-
formacio
4.7. dbra: Cepstrum meghatdrozdsdnak rendszerdiagramja

5. Szamitogépes rendszeranalizis

A jel legtobbszor valamilyen rendszeren halad at (ami szimbolizalhat pl.: egy sz(ir6t
vagy egy barlangot), amely hatassal van az dthaladd jel egyes paramétereire. Ez a
hatds lehet példaul frekvencia szerinti csillapitas, késleltetés, ralilt zaj okozta
jeltorzulas, stb.

5.1 A sulyfliggvény és az atviteli fliggvény

Egy rendszer mind a frekvencia, mind pedig az id6 figgvényében jol jellemezhetd, ha
ismerjlk a gerjesztést és az arra adott valaszt.

A Fourier-transzformacio egy alapvetd tétele, a konvolucids tétel (3. fejezet)
azt mondja ki, hogy két, egymadssal multiplikativ médon 6sszekapcsolt figgvény
transzformaltja egyenl6 az egyes fliggvények transzformaltjainak konvolucidjaval.
Ennek forditottja is igaz, miszerint két figgvény konvoluciéjanak transzformaltja
egyenérték( az egyes fliggvények transzformaltjainak multiplikativ szorzataval. Az
utébbi megfogalmazasbdl kiindulva:

f(@©) =s(@) = h(®) (5.1)

F(w) =S(w)H(w) (5.2)
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ahol s(t) a bemend jel, h(t) a sulyfliggvény, f(t) a kimeneten mért jel, tovabba S(w),
H(w) és F(w) (ebben a sorrendben) ezek spektruma.

A ki- és bemend jelet a konvolucid kapcsolja 0ssze az id6tartomanyban:

£(6) = f " SOt — 1) dr = 5(6) * h(D) (5.3)

A rendszer bemenetét Dirac-impulzussal (6(t)) gerjesztve, ahol

1, ha t=0
o(t) = {0 egyébként (54)
, a kimeneten impulzusvdlaszt generdlunk. Ebben az esetben a h(t) - sulyfiggvényt és
H(w) - atviteli figgvényt Fourier-transzformacié kapcsolja 6ssze:

H(w) = f ooh(t)e‘j“’t dt (5.5)

Szamitdgépes analizis esetén az atviteli fliggvény a kovetkezéképpen
szamithato:
Sy(w)
Sx(w)
ahol S, (w) a bemend s, (t) gerjesztd jelnek, S, (w) pedig a kimend s,,(t) jelnek a

H(w) = (5.6)

spektrumat jeloli.

A H(w) meghatarozdsahoz, nemdeterminisztikus jelfolyamat esetén, spektralis
atlagoldsra van sziikség. Az atviteli fliggvényt altaldban nem az (5.6) egyenlet szerint
hatarozzak meg, hanem a 4.8. dbra szerint részletezett modszerrel.

"(w) _— iy(w)gx*(w) _ W xy(w)
= 5085 (@) W (w)

(5.7)
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$x(0)
bl D ADU tH FFT $. (@) S+ (@)

Anti-aliasing Analog-digitalis Ablakfiiggvény Gyors Fourier- H ( }-)
sz(iro atalakito transzformacio H Wy (w) Lyx\a

W xx(w)

s,y(2) -
g D_ ADU i i FFT 1 5, () S, (w) -

Anti-aliasing Analdg-digitalis Ablakfiiggvény Gyors Fourier-
szliré atalakito transzformacio

4.8. dbra: Rendszeratviteli-fliggvény meghatdrozdsanak rendszerdiagramja

5.2 Teljesitményatviteli figgvény

Azon rendszereket, melyek rendszerfliggvényei nemdeterminisztikus részeket

H(w) |2 teljesitményatviteli fliggvényukkel lehet leirni:

tartalmaznak,

Wy (w)

@I =325

(5.8)

ahol W, (w) a kimend jelnek, W, (w) a bemend jelnek a teljesitményspektruma.

Nemdeterminisztikus jelekkel valé gerjesztés esetén egy pontosabb
teljesitményatviteli figgvény meghatdrozasdhoz spektralis atlagolas szlikséges (pl.:
egyes vektoranalizdtorokban lehet6ség van a kirajzolt bemend jel valds idej
atlagoldsara).

5.3 Keresztkorrelacio-fliiggvény

A @, (t) keresztkorrelacio-fliggveény segitségével, ahol: egy rendszer s, (t) bemend
és s, (t) kimend jelei kdzotti statisztikai 6sszefliggést adja meg, amibdl az kovetkezik,
hogy valamilyen szinten a rendszer jelekre gyakorolt hatasanak leirasara is alkalmas.

A keresztkorrelacio-fliggvény definicioja hasonld az autokorrelacio-
figgvényéhez:
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+T/2

By (D) = lim % j 5 (t)s, (t + 7)dt (5.9)

-T/2

A keresztkorrelacidé-fliggvény az autokorrelacié-figgvénnyel ellentétben nem
szimmetrikus a T = 0 pontra, és ezen a helyen altaldban nincs maximuma.

Abban az esetben, ha a keresztkorrelalt jelek abszolut amplituddértékei
nagyon kilonboz6ek, javasolt a CDXy(r) helyett egy normalt keresztkorrelacié-
fliggvényt hasznalni az alabbi egyenlet szerint:

®,, (1)

J¢XX(0>¢yy(0)

Pry (1) = (5.10)

5.4. Keresztteljesitményslirliség-spektrum

A keresztkorrelacio-fuggveny Fourier-transzformaltja megadja a W, (w)
keresztteljesitménys(irlség-spektrumot:

W,y (w) = JOOCDXY(T) e J@Tdr (5.11)

, amely fliggvény az autoteljesitménysirliség-fliggvénnyel szemben komplex jellegd,
tehat tartalmazza a teljes fazisinformaciot is.

A teljesitményspektrum meghatarozasahoz hasonléan a W, (w)

keresztteljesitménys(irlség-fliggvénynek is van egy masik, gyorsabb szamitasi
madszere (Fourier-transzformacids tételnek kdszonhetéen):

Wy (w) = S, (w0)S," (w) (5.12)

ahol S, (w) a kimeng jel amplitudéspektruma, S, " (w) pedig a bemend jel
amplituddspektrumanak a konjugaltja.
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sx(t) Sy (w)
O—D ADU t FFT | cosj |—

Anti-aliasing Analog-digitalis Ablakfiiggvény Gyors Fourier-
szlro atalakito transzformacio W, (@)

| 5 (@) Sy (@) —O

s,(t) Sy(w)
’ o—1 D_ ADU Tt FFT :

Anti-aliasing Analog-digitalis Ablakfiiggvény Gyors Fourier-
szliré atalakito transzformacio

4.9. dbra: Keresztteljesitménysdrliség-spektrum meghatarozasanak
rendszerdiagramja

A keresztkorrelacid-analizis legfontosabb alkalmazasi terilete a jelfutasi id6k
észlelése.

5.5. Koherenciafliggvény

A koherenciafliggvény megadja egy rendszer bemend és kimend jeleihez tartozé
teljesitményspektrumok, valamint az (5.10) egyenlet szerinti keresztteljesitmények
kozotti kapcsolatot. A koherenciafliggvény elsGsorban a zajjal gerjesztett rendszerek
vizsgdlatakor haszndlatos, ennek definicidja:

W,y ()]’
Wi (@)W, (w)

Y (w) = (5.13)

ahol 0 < y?(w) < 1

A koherenciafliggvény a rendszer kimeng jelének a rendszer bemend jelével
koherens teljesitményhanyadat hatarozza meg. Nem zavart, determinisztikus, linearis
rendszer esetén ennek értéke a frekvenciatdl fliggetlenil egységnyi. Tehat az
egységnyi értéktdl valod eltérés a rendszerben el6forduld valamilyen zavar mértékére
utal.
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6. MATLAB ismertetése

A MATLAB (MATrix LABoratory) egy rendkiviil hasznos és hatékony programrendszer,
mely lehet6vé teszi az 6sszetett tudomdanyos és miszaki szamitasok (pl.: numerikus
analizis, matrix algebra, jelfeldolgozas) gyors kiértékelését, valamint a szamitasi
eredmények grafikus megjelenitését.

A program egyik nagy elénye, hogy ,felhaszndlébarat”, viszonylag konnyen
kezelhet6, parancsai legtobbszor asszociativak és konnyen megjegyezhetdk.

A MATLAB mindezen felll ugynevezett eszkdztarakkal is ki van egészitve,
amelyek egy-egy specialis feladatosztdly megoldasara |étrehozott MATLAB-
fliggvények (M-fajlok) atfogd gydjteményei. Ezek az eszkdztdrak szamos tudomanyos
tertletet lefednek, tobbek kdzott ilyen a jelfeldolgozds, optimalizalas, az irdnyitasi
rendszerek, stb.

6.1. MATLAB inditasa

A MATLAB indit6 ikonjdra kattintva megjelenik egy alapértelmezett ablak, amely
harom f6 részbdl tevédik dssze. Ezek a kbvetkezbk:

1) Parancsablak (Command Window);

2) ,Munkaasztal” (Workspace)

3) ,*.m” kiterjesztés( fajl szerkesztésére alkalmas ablak (Editor)

=} MATLAB

File Edit Debug Deskiop Window Help

DE| & @R o o | K % | | coProgram FilesMATLABT 1 workDANATOL v [
Shortcuts (2] How to Add (2] What's Mew
F 5 : T Tl = = =37 A
aEPNESES sl | |(D@H taB & #HF 88 B |"Hyrx
| Matne |Value |Class | [[Le8e 7
= 1234567689 .. double |[|1262
| 1264 = for m=1:N/2
1268 — a=yyl(1:N/2);
1266 — b=vv2 (m: ( (N/Z2)-1+m) ) ; 3
1267 - Rim)=(2/N) *sum(a.*b) ; |
1268 — end |
.
| ER— i — — | I
danat... % | darat... | |
2 Command Window A X |
Fx ®x=1:10
G 8
i 2 3 4 5 1 o & = 10
£l 3| >>

: Current Diredorg-f.i Workspace

(4 start]
6.1. dbra: MATLAB f6ablak
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A programnyelv alapértelmezetten valés idejd, vagyis a parancsokat a 6.1. abran az 1-
es szammal jelolt Command Window ablakba soronként begépelve azok az Enter
billentyl lenyomasara azonnal végrehajtddnak. Az 6sszetettebb, egymasra épiilé
mdveleteket (ilyen pl. egy ,for-ciklus”) a 3-as ponttal jel6lt Editor részbe érdemes
bejegyezni, majd a kész egyenletkomplexum minden sora az ,,F5” billenty( aktivalasat
kovetben végrehajtodik.

Abban az esetben, ha hibat észlel a program a parancssorok kiértékelése
soran, kdnnyen értelmezhetd hibalizenetet jelez.

A MATLAB részletes és hasznos Help menivel rendelkezik, melynek
igénybevétele kétféleképpen torténhet. Ha nem ismerjlik egy parancs m(ikodését,
vagy szintaxisat, (példaként legyen ez most az conv parancs), akkor a parancssorba
beutve a kdvetkez6t:

>> help conv

valaszul ezt kapjuk:

CONYV Convolution and polynomial multiplication.
C=CONV(A, B) convolves vectors A and B. The resulting
vector is length LENGTH(A)+LENGTH(B)-1.

If A and B are vectors of polynomial coefficients, convolving
them is equivalent to multiplying the two polynomials.

See also deconv, conv2, convn, filter and, in the Signal
Processing Toolbox, xcorr, convmtx.

Az ,F1” billenty(i lenyomasaval kozvetlenl elérhet6 a részletes Help ment, amelynek
a Search fulénél, a ,,Search for:” mezébe begépelve barmely létez6 parancsot,
altaldban kielégit6 eligazitast kapunk.

A programkészitéshez sziikséges fontosabb MATLAB fliggvények és miveletek

egy részét, jelleglik szerint csoportositva a Fliggelékben taladljuk meg.

6.2. Grafikus feliilet létrehozasa

A program készits soran a MATLAB egyik eszkdztaranak kdszonhetben lehetbség van
a fellletet interaktivan, grafikus formdaban megtervezni. Ezen funkcié elérési utvonala
a kovetkezd: Alapértelmezett f6ablak-> Start (bal alsoé sarokban taldlhatd)-> MATLAB
-> GUIDE (GUI Builder).
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[Valaszthato funkciok |

& danatol.fig
File Edit Wiew Layout Tool Help

rﬂ-i‘\ HISED & @Ea @ % it )
-
Open I
Input file
b Wav Info i axest

Plat

ABS(FFT) | ﬂlﬂ
Phase | | Reload |
| b w
< 3

6.2. dbra: GUI Builder megnyitdsa

GUI Builder ablakanak bal oldalan taldlhaté az eszkoztar (6.2. dbra). Ennek
néhany funkcioja felsorolva: Push Button, Radio Button, Edit Text / Static Text, Slider,
Axes.

A GUIDE alatt készitett munkank els6 mentése sordn létrejon egy ,,.fig” és egy
».m” kiterjesztésd fajl. Utdlag az egyes grafikus funkcidkhoz, mint példaul egy
nyomogomb (PushButton), a,,.m” fajlban rendellink hozza végrehajtandd
parancsokat.

6.3. Akusztikai méréprogram-modul hasznalata

A program helyes mikoédéséhez a ,danatol.m”, ,,danatol.fig”, ,danatol2.m”,
»,danatol2.fig” nevd fajloknak ugyanazon mappaban kell tarolédniuk. A méréprogram
inditdsa a ,,danatol.m” fajl betoltésével és annak lefuttatdsaval torténik.

A méréprogram-modul egy ,danatol” azonositdval ellatott, egyjeles vizsgalatra
lakalmas, tovabba egy ,danatol2” azonositdval rendelkezd, kétjeles analizisre

hasznalhato részekbdl all.
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6.3.1 Az egyjeles analizis

Az egyjeles vizsgalat inditdsdhoz a ,,danatol.m” fajl inditasat kovetéen a 6.3. dbrdn
l[athato ablak jelenik meg.

-} danatol

Input file

s
&

...MS{FFU |
l:J 4
L~ | __—
| PED 1
:J 0L
. 10
| Autocorr
." Cepstrum
F . % Function for Phase rm] (i Zoom function: x1x2 y1y2
-m Grid Ot X Log X Lin To_Slgnal_Analysis

Co=]] v |

6.3. dbra: Az akusztikai méréprogram-modul egyjeles vizsgdlatra tervezett részének
grafikus feliilete. 1) Kétjeles vizsgdlat inditdsa 2) , *.wav” fdjl betéltése egyjeles
analizishez 3) A betéltott fdjl elérési utvonala és néhdny fontos, jelre vonatkozo
informdcio 4) Az egyjeles vizsgdlathoz rendelt funkciok 5) A fliiggvény kirajzoldsdnak
helye

Az ,,Open” gomb (6.3.dbra 2.pont) megnyomasat kdvet6en betolthetjiik az
analizalni kivant jelliinket. Fontos megjegyezni, hogy ez esetben csak ,,.wav”
kiterjesztés(i fajlok betoltése engedélyezet, ellenkezd esetben hibalizenet érkezik a
MATLAB parancsablakara.

Sikeres beolvasast kovetéen néhany fontosabb informacio lathatd a megnyitd
gomb alatt. Az ,Input file” textben a bet6ltott fajl elérési utvonala, tovabba a ,Wav
Info” textben a vizsgalandod jelre vonatkozd fontosabb adatok jelennek meg.
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6.3.1.1. Analizdlasi lehetdségek

A 6.3. dbra 4. pontja altal jelzett részben taldlhatok meg a jel kiilonb6z6 analizisét
megvaldsitd és annak eredményét kirajzold funkciégombok, melyek a kovetkezbk:

Plat

Ahs(FFT)

Phaze

P=D

Autocorr

Cepstrum

THD

Yo

© NO U A WDNPE

Plot: Id6fliggvény dbrazolasa

Abs(FFT): Amplitudésepktrum abrazoldsa

Phase: Fazisspektrum abrazolasa

PSD: Teljesitménysl(irliségspektrum

Autocorr: Autokorrelacios analizis

Cepstrum: Cepstrum analizis

THD: Teljes harmonikus torzitds szamitdasa

RMS (Root Mean Square) : Effektiv érték szamitdsa

6.4. dbra: Egyjeles vizsgdlat funkciogombjai
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6.3.1.2 Tovabbi funkciégombok

A vizsgdlandd jel betoltését és valamely analizisét kovetSéen az eredmény a 6.3. dbra
5-0s pontja altal jelzett résznél rajzolédik ki.

Amplitude Spectrum
0.016 T T T T

0.014 - -

0012 —

0.01 — —

0.003 —

IS0l []

0.0065 —

0.004 —

0.002 |- ub .
. P il W AM*’J.J I A Gl L
o
10 10°

10° 1o 10°

frequency (Hz)

Funetion for Phase— [ ¢ on X ¥_Log Zoorm function: x1 x2y1 y2
Grid Off ¥_Log ] [ ¥ _Lin ] -
R E -

6.5. dbra: Az analizdldsi eredmény kirajzoldsa (feliil), egyéb funkciok (alul)

A 6.5. dbra alsé részében talalhaté egyéb funkciok a fliggvény egyszer(ibb
attekinthet&ségét, atrajzoldsat segitik.

1. Function of Phase: A Fazisspektrumot tetszés szerint radianban vagy fokban
jeleniti meg. Ez a funkcid csak a ,,Phase” gomb megnyomasat kovetéen
aktivalodik.

Grid on/off: Segitségével beracsozhatjuk a fuggvényt.
X_Log, X_Lin: Vizszintes tengely logaritmikus, ill. linedris abrazolasa.
Y Log, Y _Lin: Fligg6leges tengely logaritmikus, ill. linedris dbrazoldsa.

RANE I S

Zoom-function: Betaplalt koordindtak altal meghatarozott fliggvényrészletet
nagyit ki. X1: vizszintes tengely minumuma, X2: vizszintes tengely maximuma,
Y1: figgbleges tengely minumuma, Y2: fliggbleges tengely maximuma
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6.3.2 Kétjeles analizis

A kétjeles vizsgdlat inditasa a 6.3. dbra jobb alsé sarkdban megtalalhaté
,Two_Signal_Analysis” gomb megnyomadsdval, vagy a ,danatol2.m” fajl betoltésével
torténhet.

<} danatolZsig

=8

Respanse

1ot Autocorrelation

C:\Program CAProgram B |
FilesATLABT tovork' FilesMATLAET1 Wrorkh [ il
DAMATOL2Simeshort wwas DAMATOL\2Sinshort way

W infa d W info

‘Satmple frequency= 44100, e fraguency= 44100,

A d M S O = M oW oemm
= T
|

16 Bits, 6144 Sampleich, 16 44 Sampleich, [ v il
Mano, 0.13932 sec ~ z80
I £ l [ 0 ] \ £r H LS I L 5 | I | | 1 B
| " 0.0 0.015 002 0025 003
lPhase of FFTI ’ Phase of TF J [ CrossC ] lPhasa of FDS I dt
1 ' : o = —Functian for Phase—
| ) - <
fadkn 2eon [ ] [t ] Zoom function: x1 %2 y1 y2
3 [ pegress | [[orott | [ xiea | [ vun |

6.6. dbra: Az akusztikai méréprogram-modul kétjeles vizsgdlatra tervezett részének
grafikus feliilete. 1) ,,.wav” fdjlok betéltése 2) Néhdny fontosabb informdcio a
betoltott fajlokrdl 3) A kétjeles vizsgdlathoz rendelt funkciok 4) A fliiggvény
kirajzoldsdnak helye 5) Egyéb kiegészité funkciok.

| Inpt | | Responze |
CAProgram CProgram
FileshdATLAET 1 wovarkt FileshATLAET wovork?t
DAMATOLInpUutwavyehyhiten DamATOLnputvwayeivhiten
oize very shart waw oize_4dk_LPF_wery short way
Wiy info Wiy info
Sample freguency= 44100, Sample fregquency= 44100,
16 Bits, 6144 Zamplelch, 16 Bits, 5144 Sampleich,
Mono, 013932 zec Mono, 013932 sec

6.7. dbra: Fajlok beolvasasa, fontosabb informaciok megjelenitése (fajl elérési
utvonala, a jel mintavételi frekvenciaja, kvantalasi felbontas, mintaszam, idéhossz)
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A 6.7. dbran lathato ,Input” gombbal a rendszert gerjeszts jelet, mig a
»,Response” gombbal a gerjesztésre adott valaszjelet tolthetjik be (fontos, hogy
tgyeljink a megfelelS sorrendre). Sikeres beolvasast kovet6en néhany fontosabb
informacid jelenik meg az emlitett gombok alatt.

6.3.2.1 Analizalasi lehet6ségek

A kétjeles vizsgalatra vonatkozo funkcidgombokat a 6.8. abran [athatjuk, melyek
jelentése a kovetkez6:

Plot: Jelek id6fliggvényeinek kirajzoldsa

FFT: Jelek Amplitudo-spektrumanak megjelenitése
Phase of FFT: Jelek fazisspektrumanak megjelenitése
TF: Atviteli-fliggvény abszolut értéke

Phase of TF: Atviteli-fliggvény fazisa

PTF: Teljesitményatviteli-fliggvény

CrossC: Keresztkorrelacio-figgvény

CPSD: Keresztteljesitménys(r(iség-spektrum

O O NO U A WDNPRE

Phase of CPSD: Keresztteljesitménys(rliség-spektrum fazisa
10. Coherence: Koherencia-fliggvény

FFT | TF | | PTF | CPD=
Phaze of FFT | Phaze of TF | | Crosss | Phase of PD=
Plot Coherence

6.8. dbra: Kétejeles analizis funkciogombjai

A 6.9. dbrdan taldlhaté egyéb funkcidk (a 6.5. abrahoz hasonldan) a fliggvény
egyszerlbb attekinthet6ségét segitik, melyek haszndlata a 6.3.1.2. fejezetben
talalhato leirdssal megegyezik.

Function for Phase —— Apply

[ oidon | [ xin | [ vles | Zoom function; x1x2 y1y2
[(ermott | [ xieg | [ win |

6.9.dbra: Egyéb funkciok
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7. Méroprogram tesztelése

A mér6program-modul néhany ismert jel (szinusz-jel, Gaussi-zaj, négyszogjel)

segitségével lett letesztelve. Az eredmény az alabbi dbrdkon van megjelenitve:

|ddfiiggveny
T T
o o S R romemmeennoens R = frmmmnmn e e e fommens
7] . - AR Y - S S A R o R -
e e o Rt S
I S TCCOTTs N SRR . I S e e = . R R -
= 01 s R . s A T, e A R .
=1 H |
Y SR NS SN S S S S .
=
Lo ) I T £ I o S ] A L L A IR a
s ORI R e R TR B T 8 ST e R .
L] S — . L
RY|E— SN S S U SNV N S—
) S PN . S R, % SR -
I | | | | I | |
0 0.5 15 2 25 3 35 4
Time [gec) et
7.1. 4bra: 1 kHz-es szinusz jel id6fliggvénye
Armplitude Spectrum
07 , |
: | 459415| %
3 Y P bereomeemmm oo e em oo S— —
i : RMS 050117 ‘ W
] R L SRCGOOTIEETLN SEEERTT SRR e .
e B e e S S .
E |
Q 03 R Lo e m Lo e e e b Lo e e —
[ S S R A b s A _
D‘] o —
il 11 i i .I‘h .I‘h i .I‘h .l‘h .|||| .|||| .|||| i \
0 0s 1 15 2 25
frequency (Hz) ot

7.2. 4bra: 1 kHz-es négyszogjel amplituddspektruma, THD (45.94 %) és RMS (0.5 V)

értéke
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Autocarrelation
[ T T T T T =
02 -
015
01
005+
D —
-0.05 - —
01 -
015 -
02 —
025 l l l 1 | | |
0 2 4 = g 10 12 14
tau [sec] w10
7.3. dbra: 1 kHz-es négyszogjel autokorrelacidja
Cepstrum
T
04~ -
0.3 fﬂ -
e
N
02+ -
01+ -
D [
IR -
1 l l l 1 l l l l
0 0.005 0.01 005 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
g [sec] - kefrencia

7.4. 4bra: 1 kHz-es négyszogjel cepstrum analizise.
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Transfer Function

Relative Amplituda

. 25
frequency (Hz) ot

7.5. dbra: Szélessavu fehérzajjal gerjesztett, és egy 4 kHz hatarfrekvencidju fehérzajjal
valaszold rendszer atviteli fliggvénye.

Autocaorrelation
0.045 T T T

0.04 - -

0.035 -

0.03 - -

0.025

002~ -

0015 - -

0.01 - -

0.005

-0.005 | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

tau [sec)

7.6. dbra: Fehérzaj autokorrelacidja
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Crosscorrelation
T T T T T T T

0.045

0.04

0.035

0.03 - -
0.025

0.0z

0.01a

0.01 - -
0.005

| | | | I I I
a 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
ot

7.1 dbra: Gaussi-zaj 6nmagdval képezett keresztkorrelacidja (ami ebben az esetben
meg kell, hogy egyezzen az autokorreldcié eredményével).

8. Osszefoglalas

A dolgozat sordn a teljesség igényét kovet6en alaposan megismertiik az analdg és
digitalis jelek szerkezetét, tovabba minden jeltipusra kiterjesztettiik a Fourier-tétel
alkalmazhatésagat. Megismertiink két alapvet6 fontossagu Fourier-transzformacios
eljarast. A Gyors Fourier-transzformacio el6nyeire épitkezve létrehoztam egy olyan
méréprogram-modult MATLAB alatt, amellyel lehet6séglink nyilik statisztikus
folyamatok altalanos vizsgdlatara és a rendszeranalizisre.
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10. Fliggelék

Matrix miiveletek:

+

O0sszeadas

kivonas

szorzas

jobb oldali osztas

bal oldali osztas

>/\*l

hatvany

konjugalt képzés

Témb miiveletek:

+

Osszeadas

kivonas

szorzas

jobb oldali osztas

bal oldali osztas

> |l x

hatvany

konjugalt képzés

Reldcidk és logikai miveletek:

< kisebb mint
<= kisebb mint vagy egyenld
> nagyobb mint
>= nagyobb mint vagy egyenlé
== egyenld
~= nem egyenld
& Es
I Vagy
~ Nem
Specidlis karakterek:
értékadas
matrix és vektor megadasa
Id. [

aritmetikai kifejezés precedenciaja

Id. (

tizedespont

kovetkez6 sorban folytatodo
kifejezés
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index és fliggvény argumentum
elvalasztd

sor vége, kiiratas letiltasa

rendszer parancs végrehajtasa

Szévegek és széveges vdltozok:

abs szoveges valtozd konverzidja ASCII
értékké

eval szOveges  valtozoban  megadott
makro értéke

numa2str szdm konverzidja szbveges valtozova

int2str integer konverzidja szbveges
valtozoéva

sprintf szam konverzidja sz6veges valtozova

isstr szOveges valtozo detektdlasa

strcmp szoveges valtozok 6sszehasonlitasa

hex2num hexadecimalis szbveges valtozd
konverzidja szamma

Grafikus fliggvények:

plot X-Y rajz készitése linearis skalaval

loglog X-Y rajz készitése logaritmikus
skalaval

semilogx X-Y rajz készitése logaritmikus x
skalaval

semilogy X-Y rajz készitése logaritmikus vy
skalaval

polar polar koordinatas rajz

mesh 3 dimenzids fellilet rajzolas

contour szintvonalak rajzoldsa

meshdom matrix el6allitas a 3 D-s felllet
rajzolasahoz

bar bar diagram rajzoldsa

stairs lépcs6s abrazolds (mintavételezett
adatokhoz)

errorbar hibagraf rajzolasa

Grafika szerkesztés:

title rajz cimének kiirasa
xlabel x koordinata feliratozas
ylabel y koordinata feliratozas
grid hald rajzoldsa a grafikonra
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text szoveg elhelyezése a grafikonon

gtext szoveg elhelyezése a grafikonon
(egérrel)

ginput input a grafikus képerny6rdl

Grafikus ablak kezelés:

axis kézi koordinata skdalazas

hold grafika tartasa a képernyén

shg grafikus képernydre kapcsolas

clg grafikus képernydére torlése
subplot grafikus képernyd részekre bontasa

Program végrehajtdst vezérlé parancsok:

if feltételes elagazas

elseif feltételes elagazds (if paranccsal
alkalmazva)

else feltételes elagazads (if paranccsal
alkalmazva)

end if, for, while lezarasa

for ciklus szervezés

while ciklus szervezés

break kilépés a for, while ciklusbdl

return visszatérés a fliggvénybdl

pause varakozas

Diszk fdjlok:

chdir konyvtar valtas

delete fajl torlés

diary inputok és az outputok napldzdsa
fajlba

dir fajlok listazasa

load valtozék beolvasasa fajlbol

save valtozok kiirasa fajlba

type fliggvény vagy fajl listazasa

what diszken lév6é M-fajlok listazasa

fprintf kiiras fajlba

pack memoria felszabaditas
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Trigonometrikus fliggvények:

sin szinusz

cos koszinusz

tan tangens

asin arkusz szinusz

acos arkusz koszinusz

atan arkusz tangens

atan2 komplex szam altal meghatdrozott
sz0g

sinh szinusz hiperbolikus

cosh koszinusz hiperbolikus

tanh tangens hiperbolikus

asinh arkusz hiperbolikus

acosh arkusz hiperbolikus

atanh arkusz hiperbolikus

Elemi matematikai fliggvények

abs abszolut érték

angle fazisszog

sqrt négyzetgyok

real valds rész

imag képzetes rész

conj komplex konjugalt

round kerekités a legkozelebbi egészhez

fix kerekités a 0 iranyaba

floor kerekités a -oo irdnyaba

ceil kerekités a +o< irdnyaba

sign el6jel fliggvény

rem osztas maradéka

exp exponencialis

log természetes alapu logaritmus

logl0 tizes alapu logaritmus
Adat analizis:

max maximum érték

min minimum érték

mean atlag érték

median median érték

std sz6ras

sort sorba rendezés

sum osszeg
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prod

szorzat

cumsum kumulativ 6sszeg

cumprod kumulativ szorzat

diff kozelit6 derivaltak

hist hisztogram

corrcoef korrelacids koefficiens

cov kovariancia

cplxpair komplex konjugalt parokka alakitas
Jelfeldolgozas:

abs komplex szdm abszolutértéke

angle fazisszog

conv konvolucio

corrcoeff korrelacids koefficiens

cov kovariancia

deconv dekonvolucid

fft fast Fourier transzformacio

fft2 két dimenzidés FFT

ifft inverz fast Furier transzformacio

ifft2 inverz két dimenzids FFT

fftshift fft és fft2 output dtrendezés
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